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Wilsonov teorem
Ilija Iliˇsevic´∗
Sazˇetak. U radu je iskazan i dokazan Wilsonov teorem, koji je
jedan od vrlo vazˇnih teorema teorije brojeva. Kroz mnosˇtvo primjera
i zadataka koji su prilagod¯eni ucˇenicima srednjih sˇkola ilustrirane su
razlicˇite primjene tog teorema.
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Wilsons theorem
Abstract. In this paper the Wilson’s theorem has been explained
and proved, which is one of the important theorems in the number theory.
By using many examples and exercises adapted to high-school students
we illustrate diﬀerent applications of that theorem.
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Wilsonov teorem je jedan od poznatih teorema iz teorije brojeva. Iskazao ga je John
Wilson, student engleskog matematicˇara Edwarda Waringa. Potonji ga je objavio
1770. godine, ali ga niti jedan niti drugi nisu dokazali. Slavni francuski matematicˇar
Lagrange je 1771. godine prvi dokazao ovaj teorem.
Za razliku od poznatijeg malog Fermatovog teorema, Wilsonov teorem daje i
nuzˇan i dovoljan uvjet da bi broj bio prost.
Iskazat c´emo Wilsonov teorem, dati dva dokaza i rijesˇiti nekoliko zadataka u
kojima se teorem primjenjuje.
Teorem 1 [Wilsonov teorem]. Prirodan broj p ≥ 2 je prost ako i samo ako
je
(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).
Dokaz 1. Za p = 2 tvrdnja ocˇigledno vrijedi. Ako je p prost broj vec´i od 2,
tada je p neparan, pa se u produktu 1 ·2 ·3 . . . (p−1) pojavljuje paran broj faktora.
Neka je k ∈ {2, 3, . . . , p− 2}. Brojevi k, 2k, 3k, . . . , (p− 1)k, pk tvore potpuni sustav
ostataka po modulu p, pa u nekom redoslijedu daju ostatke 0, 1, 2, . . . p−1 po modulu
p. Obzirom da vrijedi k ≡ 1 (mod p), (p− 1)k ≡ 1 (mod p) i pk ≡ 1 (mod p), to je
kl ≡ 1 (mod p) za jedan (i samo jedan) l ∈ {2, 3, . . . , p− 2}. Pretpostavimo li da je
l = k, tada imamo k2 ≡ 1 (mod p) odnosno (k− 1)(k+1) ≡ 0 (mod p) sˇto povlacˇi
k ≡ 1 (mod p) ili k ≡ −1 (mod p), suprotno tome da je k ∈ {2, 3, . . . , p−2}. Prema
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tome, skup {2, 3, . . . , p−2}mozˇemo podijeliti na dva jednaka dijela tako da za svaki
k iz jednog dijela postoji jedinstven l iz drugog dijela sa svojstvom kl ≡ 1 (mod p).
Slijedi





(p− 2)! ≡ 1 (mod p).
Za k = p− 1 je k ≡ −1 (mod p), pa je konacˇno
(p− 1)! ≡ −1 (mod p).
Dokazˇimo sada da iz p | (p − 1)! + 1 slijedi da je p prost broj. Pretpostavimo
da p nije prost broj i da ima djelitelj d, d < p. Tada d | (p − 1)! odakle slijedi
d  (p − 1)! + 1 i stoga p  (p − 1)! + 1. Ovim smo dosˇli u kontradikciju, pa p mora
biti prost broj. ✷
Dokaz 2. Rabit c´emo Vandermondeovu determinantu. Ako su x1, x2, . . . , xp−1
razlicˇiti kompleksni brojevi, tada je




1 x1 x12 . . . x1p−2
1 x2 x22 . . . x2p−2
. . . . . . . . . . . . . . .
1 xp−1 xp−12 . . . xp−1p−2

 = Πi<j(xj − xi).
Neka je p neparan prost broj. Tada je detV = V (1, 2, . . . , p − 1) produkt brojeva
manjih od p, pa p  detV. Pomnozˇimo i-ti redak determinante det V brojem i
(i = 1, 2, . . . , p− 1). Prema malom Fermatovom teoremu je
(p− 1)! · detV = det


1 1 . . . 1
2 4 . . . 2p−1
. . . . . . . . . . . .






1 1 . . . 1 1
2 4 . . . 2p−2 1
. . . . . . . . . . . . . . .
p− 1 (p− 1)2 . . . (p− 1)p−2 1

 =
= (−1)p−2 detV = − detV (mod p).
Obzirom da p  detV, slijedi
(p− 1)! ≡ −1 (mod p),
tj. slijedi Wilsonov teorem za neparne proste brojeve. Slucˇaj p = 2 se jednostavno
provjeri. ✷
Zadatak 1. Dokazˇite da za svaki prost broj p vrijedi
(p− 2)! ≡ 1 (mod p).
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Rjesˇenje. Prema Wilsonovom teoremu je
(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).
Dalje imamo redom,
(p− 2)! · (p− 1) + 1 ≡ 0 (mod p),
(p− 2)! · p− (p− 2)! + 1 ≡ 0 (mod p),
p · (p− 2)!− ((p− 2)!− 1) ≡ 0 (mod p),
(p− 2)!− 1 ≡ 0 (mod p),
(p− 2)! ≡ 1 (mod p).
Zadatak 2. Dokazˇite da za svaki prost broj p vrijedi
(p!)2 − p2 ≡ 0 (mod p3).
Rjesˇenje. Kako je
(p!)2 − p2 = (p! + p)(p!− p) =
=
(
p(p− 1)! + p)(p(p− 1)!− p) =
= p2
(
(p− 1)! + 1)((p− 1)!− 1),
a prema Wilsonovom teoremu je (p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p), to je
(p!)2 − p2 ≡ 0 (mod p3).
Zadatak 3. Dokazˇite da za svaki prost broj p i svaki cijeli broj a vrijedi
ap + (p− 1)! · a ≡ 0 (mod p).
Rjesˇenje. Ako je cijeli broj a djeljiv prostim brojem p, tvrdnja je ocˇigledna.
Neka cijeli broj a nije djeljiv prostim brojem p. Tada je prema malom Fermatovom
teoremu
ap − a ≡ 0 (mod p),
a kako je prema Wilsonovom teoremu
(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p),
to je
ap − a+ a((p− 1)! + 1) ≡ 0 (mod p),
tj.
ap + (p− 1)! · a ≡ 0 (mod p).
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Zadatak 4. Neka su p i q razlicˇiti prosti brojevi. Dokazˇite da je
q · 2q . . . (p− 1)q ≡ −1 (mod p).
Rjesˇenje. Prema malom Fermatovom teoremu je
qp−1 ≡ 1 (mod p),
a prema Wilsonovom teoremu
(p− 1)! ≡ −1 (mod p).
Mnozˇenjem ovih kongruencija dobivamo
qp−1 · (p− 1)! ≡ −1 (mod p),
tj.
q · 2q · · · · (p− 1)q ≡ −1 (mod p).
Zadatak 5. Neka je p prost broj vec´i od 2. Dokazˇite da je
2 · 4 · 6 . . . (2p− 2) ≡ −1 (mod p).
Rjesˇenje. Kako je
2 · 4 · 6 . . . (2p− 2) = (2 · 1)(2 · 2)(2 · 3) . . . (2 · (p− 1)) =
= 2p−1 · (1 · 2 · 3 . . . (p− 1)) = 2p−1 · (p− 1)!,
a 2 i p su razlicˇiti prosti brojevi, to je prema zadatku 4
2 · 4 · 6 . . . (2p− 2) ≡ −1 (mod p).
Zadatak 6. Odredite sve neparne prirodne brojeve n sa svojstvom
n2  (n− 1)!.
Rjesˇenje. Ako n mozˇemo zapisati u obliku n = ab, gdje je a ≥ 3, b ≥ 3, a = b,
onda se u produktu 1 · 2 . . . (n − 1) nalaze faktori a, 2a i b, 2b, pa je stoga (n − 1)!
djeljiv sa a2b2 = n2.
Neka je sada n = p2, gdje je p prost broj. Kako za sve proste brojeve p, p ≥ 5
vrijedi nejednakost p2 − 1 > 4p, to se u produktu 1 · 2 · 3 . . . (p2 − 1) nalaze faktori
p, 2p, 3p i 4p pa je (p2−1)! djeljiv sa p4 = n2. Za p = 3 je n = 9, a broj (9−1)! = 8!
je djeljiv sa 9, ali nije sa 81.
Konacˇno, neka je n prost broj. Tada je prema Wilsonovom teoremu (n− 1)!+ 1
djeljivo sa n pa (n − 1)! nije djeljivo sa n, a onda ni sa n2. Dakle, samo za proste
brojeve n i za n = 9 broj (n− 1)! nije djeljiv sa n2.
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Zadatak 7. Dokazˇite da za svaki prost broj p = 4k + 1, k ∈ N, vrijedi
(
(2k)!
)2 + 1 ≡ 0 (mod p).
Rjesˇenje. Izmnozˇivsˇi ocˇigledne kongruencije
1 ≡ 1 (mod p)
2 ≡ 2 (mod p)
. . .
2k ≡ 2k (mod p)
2k + 1 ≡ −2k (mod p)
2k + 2 ≡ −(2k − 1) (mod p)
. . .
4k ≡ −1 (mod p)
dobivamo redom
(4k)! ≡ (−1)2k((2k)!)2 (mod p),
(4k)! ≡ ((2k)!)2 (mod p),
(4k)! + 1 ≡ ((2k)!)2 + 1 (mod p).
Kako je p = 4k + 1 prost broj, to je prema Wilsonovom teoremu
(4k)! + 1 ≡ 0 (mod p),
pa je (
(2k)!
)2 + 1 ≡ 0 (mod p).




(p− 1)! + 1)+ p ≡ 0 (mod p(p + 2)).
Dokazˇite.
Rjesˇenje. Ako pomnozˇimo obje strane kongruencije p ≡ −2 (mod p + 2) sa
p+ 1, imamo redom
p(p + 1) ≡ −2(p+ 1) (mod p + 2),
p(p + 1) ≡ −2(p+ 2) + 2 (mod p + 2),
p(p + 1) ≡ 2 (mod p+ 2).
Ako pomnozˇimo obje strane posljednje kongruencije sa (p− 1)! · 2, dobivamo
(p− 1)! · p · (p+ 1) · 2 ≡ (p− 1)! · 4 (mod p+ 2),
tj.
(p + 1)! · 2 ≡ (p− 1)! · 4 (mod p+ 2).
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Dodamo objema stranama 4 + p :
(p + 1)! · 2 + 2 + (p + 2) ≡ (p− 1)! · 4 + 4 + p (mod p+ 2),
2
(
(p+ 1)! + 1
)
+ (p + 2) ≡ 4((p− 1)! + 1)+ p (mod p+ 2). (1)
Pretpostavimo da su p i p+ 2 prosti brojevi. Prema Wilsonovom teoremu je




(p+ 1)! + 1
)
+ (p+ 2) ≡ 0 (mod p + 2).
Stoga je, zbog (1),
4
(
(p− 1)! + 1)+ p ≡ 0 (mod p+ 2). (2)
Prema Wilsonovom teoremu je i
(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).




(p− 1)! + 1)+ p ≡ 0 (mod p). (3)
Sada iz (2) i (3) prema svojstvu kongruencije imamo
4
(
(p− 1)! + 1)+ p ≡ 0 (mod p(p + 2)). (4)
Obratno, ako vrijedi (4), tada vrijedi i (2) odakle zbog (1) dobivamo
2
(
(p + 1)! + 1) ≡ 0 (mod p+ 2),
odnosno
(p+ 1)! + 1 ≡ 0 (mod p+ 2),
a to prema Wilsonovom teoremu znacˇi da je p + 2 prost broj. Ako je p < 5, tada
je jedina moguc´nost p = 3, a to je prost broj. Zato bez smanjenja opc´enitosti
pretpostavljamo da je p ≥ 5. Iz (4) slijedi (3), pa je
4
(
(p− 1)! + 1) ≡ 0 (mod p),
odakle je
(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p),
pa je p prost prema Wilsonovom teoremu.
Zadatak 9. Dokazˇite da za sve prirodne brojeve n i sve proste brojeve p za koje
je n! ≡ (−1)n (mod p) vrijedi
(p− n− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).
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Rjesˇenje. Mnozˇenjem kongruencija
p− 1 ≡ −1 (mod p),
p− 2 ≡ −2 (mod p),
. . .
p− n ≡ −n (mod p)
dobivamo
(p− 1)(p− 2) . . . (p− n) ≡ (−1)n · n! (mod p). (5)
Prema Wilsonovom teoremu je
(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p),
tj.
(p− 1)(p− 2) . . . (p− n)(p− n− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p)
sˇto zbog (5) postaje
(−1)n · n! · (p− n− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).
Zbog uvjeta zadatka konacˇno dobivamo
(p− n− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).
Zadatak 10. Neka je p neparan prost broj. Dokazˇite da je
(a) 12 · 32 · 52 . . . (p− 2)2 ≡ (−1) p+12 (mod p),
(b) 22 · 42 · 62 . . . (p− 1)2 ≡ (−1) p+12 (mod p).
Rjesˇenje. Neka je p neparan prost broj. Prema Wilsonovom teoremu vrijedi
1 · 2 · 3 . . . (p− 1) ≡ −1 (mod p). (6)
Za svaki cijeli broj k vrijedi kongruencija
k ≡ −(p− k) (mod p). (7)
(a) Zamijenimo p−12 parnih brojeva na lijevoj strani kongruencije (6) brojevima
koji su njima kongruentni po modulu p, a dobijemo ih iz (7) za k = 2, 4, 6,
. . . , p− 1. Grupiranjem jednakih faktora dobivamo
12 · 32 · 52 . . . (p− 2)2 · (−1) p−12 ≡ −1 (mod p),
tj.
12 · 32 · 52 . . . (p− 2)2 ≡ (−1) p+12 (mod p),
sˇto je i trebalo dokazati.
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(b) Analogno na lijevoj strani kongruencije (6) zamijenimo p−12 neparnih brojeva
brojevima kongruentnim njima po modulu p, koje dobijemo iz (7) za k =
1, 3, 5, . . . p− 2. Grupiranjem jednakih faktora dobivamo
22 · 42 · 62 . . . (p− 1)2 · (−1) p−12 ≡ −1 (mod p),
tj.
22 · 42 · 62 . . . (p− 1)2 ≡ (−1) p+12 (mod p).
Zadatak 11. Ako je a+ b+1 prost broj, onda je bar jedan od brojeva a! · b!+1,
a! · b!− 1 djeljiv sa a + b+ 1.
Rjesˇenje. Neka je a+b+1 = p prost broj. Tada je prema Wilsonovom teoremu
(a+ b)! + 1 djeljiv sa a+ b+1. Kako je (a+ b)! = a! · b! · (a+ba ), to je a! · b! · (a+ba )+1











(p− 1)(p− 2) . . . (p− a)
a!
.
Obzirom da je (vidjeti (5) iz rjesˇenja zadatka 9)















≡ 1 (mod a+ b+ 1).
Kako je















(a! · b!)2 ≡ 1 (mod a+ b+ 1),
pa je (a! · b! + 1)(a! · b!− 1) = (a! · b!)2 − 1 djeljivo prostim brojem p. Stoga je bar
jedan od faktora djeljiv s p.
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